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Pourquoi faut-il faire

des mathématiques ?

Les mathématiciens professionnels ont
leurs propres réponses : parce que c’est
beau, parce que cela fait partie de I'héri-
tage culturel de 'humanité, parce que
c¢’est ce que j’aime faire, mais ces réponses
ne vous satisteront sans doute pas. Une
premiere raison, qui vaut pour beau-
coup de gens (ingénieurs, statisticiens,
physiciens, informaticiens, financiers, mais
aussi au-dela pour tous les citoyens) est

parce qu’elles sont utiles



A quoi sert ’arithmétique ?

L

6 "417489"002649

Les codes barres, comme les numéros
de sécurité sociale, comportent une clé
de vérification qui se calcule par divi-
sion.



A quoi sert ’analyse ?

Les fronts et isobares

Frcnts et iscobares pour le 09/12/2009 12hUTC (reseau: 09/12/2009 00hUTC)

..i 7

Les cartes météorologiques sont établies
avec trois ingrédients : les équations de
la mécanique des fluides, des modeles
d’analyse mathématique (dérivées, etc. ),
des logiciels de calcul.




A quoi servent les statistiques ?

Par exemple a séquencer le génome
(ADN) de la bactérie Escherichia coli :

aaacaaaccgaaageaacgaaaaagtgggtegttagetcag
gotagagcagttgactittaatcaattggtcgecaggttcgaat
cacgacccaccaatcgctaaggtggaageggtagtaaaac
goataacgttgcatgageaacggcccgaagggegagacy,
agtcatcctgecacgacccaccactaacatagttagttgtagtat
gegtagtategeetoattagetcagetggoagageacctecectt
aggaggoootcgoceettcgateecgtcatcacccaccaccg
ttagctcagttggtagageagttgacttttaatcaattggtegea
gaatcctgcacgacccaccagttttaacatcgaagacagatgtta
gtgtaggataacgttgegtcageaacggeccgtagegcgagcg
cgagtcatectggacccaccactaatgacggtgggttcggte
gtttgtagtatccagegecagggotgattagetcagetgge

a= adénine, g=guanine, t=thymine,
c=cytosine



Les mathématiques qui ne servent pas
aujourd’hui serviront peut-étre demain
exemple 1 : les coniques
Lorsque les Grecs étudiaient les co-
niques (c’est-a-dire les sections des cones
par des plans, voir figure Cabri), il s’agis-
sait de mathématiques “pures 7, c’est-

a-dire qui n’avaient pas d’applications.

Depuis, Kepler (~ 1610) est arrivé ...



A quoi servent les coniques ?

Nord }E rrestre

Périgée

noeud descendant H'“/

Ve

Point vernal

Apog Satell;t?



Les mathématiques qui ne servent pas
aujourd’hui serviront peut-étre demain

exemple 2 : arithmétique

Si en 1970 vous m’aviez posé la ques-
tion :

a quot servent les nombres premaers ¢

Je vous aurais répondu : a rien, on les
étudie pour ["honneur de [’esprit hu-
main (comme disait Jacobi vers 1850)
et j’aurais peut-etre ajouté, comme R.
Godement :

au moins, quand on fait de l’arithmé-

tique, on ne travaille pas pour la bombe
atomique !

(Grave erreur ...



Cryptographie et codes secrets,

quelques exemples
Le code de Jules César

Le communiqué de César au soir de la
bataille de Zela ?

TCLG TGBG TGAG
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Codage par substitution

Un message : A L’ AIDE

et sa transcription en chiffres : 1121945

Le codage : 25 14 25 17 22 21

Transcription en lettres : YNY QQ V U

La formule de codage?
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Le décodage par analyse de fréquence

Marie Stuart

Marie Stuart, reine de France (1559-
1560) puis d’Ecosse, fut capturée par
la reine d’Angleterre Elisabeth lere en
1568.

En 1586 elle participe de sa prison a
un complot contre Elisabeth et commu-
nique avec ses partisans au moyen de
messages codés.

Mais son code est décrypté par Tho-
mas Phelippes. Marie est accusée de com-
plot, condamnée et décapitée en 1587.

Voir http ://codes.secrets.free.fr /stuart /stuart3.htm
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Le décodage par analyse de fréquence

Edgar Poe

Le message du capitaine Kidd dans Le
scarabée d’or :

53114305 )6% :4826)4141) -806* :48+3
060))85 :14(; :-+*8-+83(88)5* + :46( :88*96
*7:8)*1(;485) ;5% 42 *1(;4956%2(5%-4)8
08* :4069285) )6+8)4 T 1 (19 48081 8 81
| 48485 :4)485-+528306+81 (19 :48 (83 4
(1734;48)41:161; :188;17;
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Saurez vous décrypter ?

SALCFCFVHLCNEANVHHPLGNZIPUUA
NAKNRNHHLBNCFVHNYOANEGLYHK

NZKVSOANHUNARNGNHZLHANVAHGN
ZFGNHHNZANOHUALYZLPHKNHNHMP
FYHYFYOMKVHTVLSPNYHNONYPAUN
KPZPOLOPFYH

sachant que les lettres les plus fréquentes

en francaissont : ESARINT U O L
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Vérification des fréquences

Un voisin compatissant I’accompagna
a la consultation a 1'hopital Cochin. Il
donna son nom, son rang d’immatricu-
lation a I’Association du travail. On 'in-
vita a subir auscultation, palpation, puis
radio. Il fut d’accord. On l'informa : souf-
frait—il 7 Plus ou moins, dit—il. Qu’avait—il 7
Il n’arrivait pas a dormir? Avait—il pris
un sirop 7 Un cordial 7 Oui, il avait, mais
ca n’avait pas agi. Avait-il parfois mal
a 1'iris 7 Plutot pas. Au palais? Ca pou-
vait ; Au front 7 Oul. Aux conduits au-
ditifs 7 Non, mais il y avait, la nuit, un
bourdon qui bourdonnait. On voulut sa-
voir : un bourdon ou un faux-bourdon 7
Il I'ignorait.
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(suite)

Il fut bon pour I'oto-rhino, un gars jo-
vial, au poil ras, aux longs favoris roux,
portant lorgnons, papillon gris a pois
blancs, fumant un cigarillo qui puait 1’al-
cool. L’oto-rhino prit son pouls, I'aus-
culta, introduisit un miroir rond sous
son palais, tripota son pavillon, farfouilla
son tympan, malaxa son larynx, son naso-
—pharynx, son sinus droit, sa cloison.
[’oto-rhino faisait du bon travail, mais
il siflotait durant l'auscultation; ca fi-
nit par aigrir Anton.
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Le code RSA :
Rivest, Shamir, Adleman, 1978

L’espion Ernesto doit transmettre des
messages codés a son chef Carlos.

Carlos calcule deux grands nombres pre-
miers p et ¢ (disons de 200 chiffres), leur
produit pq et il choisit un nombre e pre-
mier avec p — 1 et g — 1.

Il transmet a Ernesto les nombres pq
et e (qui constituent la clé de codage),
cette clé est publique.

Il garde p et q secrets.

Pour coder un message Ernesto n’a be-
soin que de pq et de e.

Pour décoder le message, Carlos a be-
soin de p et de g.
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Précisions sur le code RSA

Codage

Le message a est un entier < pq. Er-
nesto calcule le codage r qui est le reste
de la division de a® par pg. On note
a® =r (mod pq).

Décodage

Carlos calcule un entier d qui vérifie
de = 1 modulo (p — 1)(¢ — 1) par l'al-
gorithme d’Euclide.

Il retrouve alors a a partir de r en
calculant 7% modulo nq.

Pour calculer d il faut (p—1)(¢g—1) =
pg—p—q+1, donc p et q.

Exemple : pg = 11639, e = 3361,
a = 2511.
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La sécurité du code RSA

Ce qui assure la sécurité du code RSA :

e On sait fabriquer de tres grands nombres
premiers p et q, disons de 200 chifires.

e Les multiplier est un jeu d’enfant
pour une machine.

e Pour des nombres de cette taille (400
chiffres) on ne sait pas retrouver p et
g a partir de leur produit pq.
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Fabriquer de grands nombres premiers
c’est facile car on a les nombres

de Fermat F),, = 22" 41

Fermat avait aflirmé que tous ces nombres
étaient premiers. C'est vrai pour :

Fy=3 F =5 F =17 F; = 257,
Fy = 65537.

Ensuite, ca se gate ...
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La honte de Fermat!

Euler le premier a montré :

232 1 1 = 641 x 6700417

Ensuite, on a :
064 1 1 — 274177 x 67280421310721

2128 | 1 = 59649589127497217
5704689200685129054721

On notera que la calculatrice répond
beaucoup plus vite a la question de la
primalité qu’a celle de la factorisation.
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Faute de Fermat, on se contente des
nombres de Mersenne M, = 2" —1
et de leurs records

Mg = 524287 (Cataldi 1588)

Mji97 (39 chiffres, Lucas, 1876)

Megg79593 = 437075 - - - 193791
(plus de 2 millions de chiffres, 1999)
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Factoriser les nombres
c’est plus difficile!

Un défi de Mersenne a Fermat (1643)

Le nombre 100895598169 est-il premier 7

A cette question je réponds que ce
nombre est composé et se fait du pro-
duit des deux : 898423 et 112303 quz
sont premiers. Je suis toujours, mon
réevérend Pere, votre tres humble et
tres affectionné serviteur.

Fermat
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Le record de factorisation (1999)

n (155 chiffres) n = pq (78 chiffres
chacun)

1094173864157052742180970732204
035761200373294544920599091384213
147634998428893478471799725789126
(33249762575289978183379707653724
4027146743531593354333897 =

1026395928297411057720541965739916759007
16567808038066803341933521790711307779 X

1066034883801684548209272203600128786792
07958575989291522270608237193062808643.
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Qui veut gagner des sous ?

[1 suffit de factoriser le nombre suivant
de 212 chiffres :

74037563479561712828046796097429
H7314259318888923128908493623263
89727650340282662768919964196251
17843995894330502127585370118968
0982867331732731089309005525051 1
68770632990723963807867100860969
62537934650563796359

Le prix offert par la société RSA
est de 10000 $
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En mathématiques il y a beaucoup
de questions sans réponse

Nous avons déja rencontré le probleme
des nombres de Fermat F3, :

en existe-t-il qui sont premiers en
dehors de Fy, FY, F5, F3 et Fy ?

On ne sait pas répondre a cette ques-
t1on.

Je vais vous donner d’autres exemples
de questions ouvertes, choisies en arithmé-
tique parce que c’'est 'endroit ou l'on
trouve les problemes les plus faciles a
formuler, mais il y en a dans tous les
domaines des mathématiques.

26



Combien de nombres premiers
dans une dizaine ?
A partir de 10, les nombres premiers
se terminent par 1, 3,7, 9.

Voici une dizaine riche ou les quatre
possibles sont premiers : 11, 13,17, 19.

Y a-t-1l d’autres dizaines riches ”

Y a-t-il beaucoup de dizaines riches?
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Et des dizaines pauvres ?
Probleme : existe-t-1l des dizaines
sans nombre premier ?

Et des centaines pauvres?

Peut-on trouver un million de nombres
de suite sans aucun nombre premier 7
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La suite de Collatz

On part d'un entier n.
e 5S'il est pair on le divise par 2.

e S'il est impair on le multiplie par 3
et on ajoute 1,

il devient pair et on recommence.

Exemple n = 7.

Conjecture : La suite de Collatz
finit toujours par revenir a 1.
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Un exemple de Jean-Paul Delahaye
ou pourquoi prouver
quand on a fait

des milliards d’expériences ?

Solt n un entier.

Les nombres '’ +9 et (n 4 1)17 49
sont-ils toujours premiers entre eux ?
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Réponse : C'est vrai longtemps, long-
temps, mais ...

c¢’est faux pour :

n = 8424 432925 592 889 329 2838 197 322 308
900 672459 420 460 792 433,

facteur commun :

r = 8936582237915 716 659 950 962 253 358
945 635 793 453 256 935 559.
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Comment travaille

un mathématicien ?

Je n’al pas le temps de traiter avec
vous un exemple en direct, mais je vous
al préparé quelques problemes pour vous
exercer a chercher. Je voudrais juste in-
sister sur deux points.
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Premier point :

Quand on cherche un probleme ou-
vert, une premiere phase est quasiment
“expérimentale” : étudier des exemples.
formuler ce qu’on y voit, émettre des
conjectures.

Voici ce que dit a ce propos Alexandre
Grothendieck, I'un des plus grands mathé-
maticiens du XX-ieme siecle :
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Ce que dit Grothendieck

Quand je suis curieux d’une chose,
mathématique ou autre, je [interroge.
Je l'interroge, sans me soucier st ma
question est peut-étre stupide ou St
elle va paraitre telle ... Souvent la ques-
tion prend la forme d’une affirmation
— une affirmation qui, en vérité est
un coup de sonde. ... Souvent, sur-
tout au debut d’une recherche, l’affir-
mation est carrément fausse — encore
tallast-il [’écrire pour que ca saute aux
yeux que c’est faux, alors qu’avant
de [’écrire il y avait un flou, comme
un malaise, au lieu de cette évidence.
C'a permet maintenant de revenir a la
charge avec cette ignorance en moins,
avec une question-affirmation peut-étre
un peu moins “a coté de la plaque”.
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Deuxieme point :

Meéme si 'on travaille sérieusement,
personne n’est a l'abri des erreurs, etre
un chercheur c¢’est aussi sécher et se trom-
per.

Ecoutons encore Grothendieck
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Errare humanum est
Grothendieck encore :

Mass il arrive aussi que cette image
de la situation| est entachée d’une er-
reur de taille, de nature a la fausser
profondément. ... Le travail, parfois
laborieux, qui conduit au dépistage d’une
telle idée fausse est souvent marqué
par une tension croissante au fur et a
mesure qu’on approche du neud de la
contradiction, d’abord vague, puis de
plus en plus criante jusqu’au moment
ou elle éclate avec la découverte de
['erreur et [’écroulement d’une cer-
taine vision des choses, survenant comme
un soulagement immense.
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Errare humanum est,

une parenthese :

le schéma de Hilbert

n’est presque jamais connexe ?

Ou I'histoire vraie d’'une erreur et ses
conséquences.

Déceler une erreur dans une démonstration
est un des moments les plus difficiles
dans la vie d’un chercheur, mais écoutons
une derniere fois Grothendieck :
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Errare humanum est
Grothendieck toujours :
La découverte de [’erreur est un des

moments cructaux, un moment créateur
entre tous, dans tout travail de découverte.
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